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Annotatsiya: Ushbu maqolada matematik modellashtirishning
variatsion prinsiplarga asoslangan metodlari yoritiladi. Lagranj funksionali,
Eyler-Lagranj  tenglamalari, minimal harakat prinsipi, energiya
funksionalining ekstremali kabi nazariy tushunchalar modellar qurishda
ganday qo‘llanilishi ilmiy jihatdan tahlil gilinadi. Mexanika, fizik maydonlar,
elastiklik nazariyasi va optimal boshqaruvga doir misollar orqali variatsion
usulning amaliy ahamiyati ko‘rsatib berilgan.

Kalit so‘zlar: Variatsion prinsip, funksional, Eyler-Lagranj tenglamasi,
minimal harakat prinsipi, energiya funksionali, optimal boshqaruv, minimal
sirt, geodeziklar, Ritz usuli, Galerkin usuli, chekli elementlar metodi, Sobolev
fazolari, matematik modellashtirish

AHHOTanusa: B JaHHOM cTaTbe pPACCMAaTPUBAKOTCA  METOZbI
MaTeMaTU4YeCKOro MOJIeJIMPOBAaHUsl, OCHOBaHHble Ha BapUaALMOHHBIX
npuHIUnax. HayuHo aHa/M3UPYyOTCS TaKWe TeopeTUYeCKHe MOHSATHS, KakK
dyHkuMoHan JlarpaHxka, ypaBHeHUsl JuJepa-JlarpaHka, NpPUHIUI
HauMeHbIIEero JAeWCTBUS U IKCTPEMa/IMd 3HepreTuyeckoro GpyHKIHUOHaIa, a
TaKXXe CIoCOObl WX TMpPHUMEHEHUs MNpPU TMOCTPOEHHWHM MaTeMaTHUYeCKUX
Mojene. Ha mpuMepax U3 MexaHUKH, TeOPUU PU3UYECKUX MOJIEeH, TEOpUU
yHOpPyroCcTU ¥ ONTUMAJBHOTO yIIpaBJeHUs MOKa3aHO MPaKTUYeCKOe 3HaYeHHUe
BapHUalMOHHOTO MOAX0/a.

KnwueBble caoBa: BapuanyMoHHbIM OpUHLMI, QYHKIHOHAJ,
ypaBHeHUe Juiiepa-JlarpaHKa, JiarpaHXuaH, MNPUHIAI HAaWMEHbIIEro
JleCTBUs, 3HepreTUYeCcKUd (QYHKIHUOHAJ, OINTHUMaJbHOE VIpaBJieHUE,
MUHUMaJbHasi TOBEPXHOCTb, Teoje3uvyeckue, MeToJ, Purtua, Mertozn
[asiépkuHa, MeTO 1 KOHe4YHbIX ajeMeHTOB (MK3), npoctpaHncTtBa CoboJieBa,
MaTeMaTHUYeCKoe MO/ieJIMpOBaHUeE.

Abstract: This article examines mathematical modeling methods
based on variational principles. Theoretical concepts such as the Lagrange
functional, Euler-Lagrange equations, the principle of least action, and
extremals of energy functionals are scientifically analyzed in the context of
constructing mathematical models. Examples from mechanics, physical field
theory, elasticity theory, and optimal control demonstrate the practical
significance of the variational approach.
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Kirish: Variatsion prinsip tabiiy va texnik jarayonlarning fundamental
matematik modeli sifatida keng qo‘llaniladi. Tabiatdagi ko‘plab jarayonlar
minimal energiya, minimal harakat, eng qisqa yo‘l yoki optimal
konfiguratsiya tamoyillariga asoslanadi. Shu sababli variatsion metodlar:

mexanika,

akustika,

elektromagnit maydonlar,

issiqlik va diffuziya jarayonlari,

elastiklik nazariyasi,

optimal boshqaruv,

kvant fizika

kabi ko‘plab sohalarda asosiy matematik metod sifatida ishlatiladi.

Variatsion prinsipning mathematik negizi funksional ekstremumini
topish muammosiga borib taqaladi.

Variatsion prinsiplarning nazariy asoslari

Funksional va uning ekstremali

Variatsion masalaning mohiyati quyidagi funksionalni
minimallashtirish yoki maksimallashtirishdan iborat:

b
Iyl = f F(x,y,y")dx

Bu yerda:

y(x) - qidirilayotgan funksiya,

F- Lagranj funksiyasi,

J[y] - funksional.

Ekstremum sharti Eyler-Lagranj tenglamasiga olib keladi:

dF d (dF

dy dx (ﬁy’) B

Bu tenglama variatsion masalalarning asosiy matematik modeli
sifatida qaraladi.

Minimal harakat prinsipi (Hamilton-Lagranj prinsipi)

Klassik mexanikada tizimning haqiqiy trayektoriyasi harakat
funksionalining minimumi bilan aniqlanadi:

S[a] = f Lig.q, b dt

1

Bu yerda L=T-V - Lagrangian (kinetik va potensial energiyalar farqi).
Ekstremal shart:
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d (SL ) daL. _0

dt\dq’'/ adq

Natijada klassik mexanikaning asosiy tenglamalari hosil bo‘ladi.
Variatsion prinsip asosida matematik model qurish

Eng qisqa yo‘l masalasi (geodeziklar)
Funksional:

b
Iyl = f VI+ (y)2dx

Eyler-Lagranj tenglamasi tekislikdagi to‘g'ri chizigni beradi.
Bu model optika, geometriya, fizikaviy jarayonlarda qo‘llanadi.
Yuzani minimallashtirish - minimal sirt modeli
Minimal sirt masalasi quyidagicha yoziladi:
I[z] = _[le+2§ + z; dxdy
n
Natijada minimal sirt tenglamasi hosil bo‘ladi:

d Z. d Zy
) ot
dx\1+|Vz|? ay \ 14| Vz |?
Bu model kapillyar sirtlar, plyonkalar va sirt tarangligi muammolarida
qo‘llanadi.
Elastiklik nazariyasida energiya funksionali

Qattiq jismlar deformatsiyasida potensial energiyani minimallashtirish
orgali model quriladi:

J[u] = fﬂ OW (e(w)) dO

Bu yerda:

W- deformatsiya energiyasi,

€ - deformatsiya tensori.

Eyler-Lagranj tenglamasi elastiklik nazariyasining asosiy differensial
tenglamalariga olib keladi:

V.o+f=0

Issiqlik va diffuziya jarayoni uchun variatsion formulirovka

[ssiglik tenglamasining variatsion ko‘rinishi:

I[u] =LTL(%I?u|2—fu)dﬂdt

Bu funksionalning ekstremali Furye issiqlik tenglamasiga olib keladi:
u, — Au = f(x,t)

Optimal boshqaruv nazariyasida variatsion yondashuv

Optimal boshgaruvning asosiy funksionali:

J[u] = f L(x(t), u(t),t)dt
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Pontryagin maksimum prinsipi:
H(x,u,A) = mL;;le

Bu metod orqgali iqtisodiy modellar, populyatsiya boshgaruvi,
energiyani minimallashtirish masalalari yechiladi.

Variatsion tenglamalarning sonli yechimi

Variatsion masalalarni yechishda quyidagi usullar qo‘llanadi:

Ritz metodi

Galerkin usuli

Chekli elementlar metodi (FEM)

Chekli farqlar variatsion analogi

Sobolev fazolari va Hilbert fazolarda yondashuv

FEM - zamonaviy muhandislik hisoblarining asosini tashkil qgiladi.

Xulosa: Variatsion prinsip tabiiy jarayonlar va texnik tizimlarning
fundamental —matematik modeli bo‘lib, ko‘plab qonuniyatlarning
umumiylashgan matematik ifodasini beradi. Bu prinsip asosida mexanika,
elastiklik, issiqlik va diffuziya, optimal boshgaruv, maydon nazariyalari, uchun
universal matematik modellar qurish mumkin.
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